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Resumo

Propõe-se um algoritmo implementado por um programa Python
para a visualização do campo elétrico e magnético no espalhamento de
um laser por uma partícula biológica esférica a partir da Teoria Gene-
ralizada de Lorenz-Mie. Tomando como ponto de partida trabalhos já
completos, consideram-se conhecidos os coeficientes de forma de onda
do laser - gmn - para ambos os modos transversos elétrico e magnético.
Aqui serão discutidas as estratégias utilizadas tanto a partir do que é
geralmente utilizado no espectro geral de métodos numéricos quanto
a partir dos elementos da teoria eletromagnética na qual o algoritmo
se baseia.

1 Introdução

O aprimoramento contínuo das tecnologias computacionais fez surgir uma
dicotomia fundamental nos mais diversos modelos da Física a qual traz para
o debate acadêmico um contraponto importante entre os resultados analíti-
cos e os resultados numéricos. Enquanto, de um lado, os métodos analíticos
geralmente levantam insights aos pesquisadores quanto às origens de cada
processo e exaltam os significados físicos dos elementos estudados, de outro,
temos a eficiência quase garantida de métodos numéricos elaborados de forma
inteligente para adquirir resultados concretos de maneira rápida.

Não diferente do caso a ser estudado neste projeto, existem instâncias no
mundo científico onde, para trazer os resultados da Física a um nível prá-
tivo no ponto de vista de Engenharia, é necessário complementar os métodos
analíticos com métodos numéricos bem fundamentados. Em eletromagne-
tismo, por exemplo, problemas para geometrias arbitrárias ou para situações
com complexidade intermediária implicam equações transcendentais que ge-
ralmente não possuem solução em forma de expressões fechadas, obrigando
o pesquisador a recorrer a aproximações no âmbito analítico ou a soluções
numéricas.

A Teoria Generalizada de Lorenz-Mie para espalhamento eletromagné-
tico - GLMT (Generalized Lorenz-Mie Theory) daqui em diante - permite o
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cálculo de campos e forças em partículas de tamanho não desprezível como
células, gotículas de água, aerossóis, poeira, vírus, moléculas, etc. [1] – [8]
Embora, a fim disto, proponha o uso de soluções para as equações de Maxwell
em forma de expansões em séries infinitas, os termos da série trazem um custo
computacional alto para seu desenvolvimento. Assim, é necessário tomar al-
gum cuidado na abordagem do problema de solução numérica a partir da
GLMT.

Com respaldo na teoria que suporta o espalhamento eletromagnético de
Lorenz-Mie, estudar-se-á adiante abordagens que diferem dos métodos di-
tos "de força-bruta"para melhorar a eficiência dos cálculos e implementar
um programa a ser tido como adjunto de ferramentas abertas para o estudo
deste tipo de espalhamento. Primeiramente, serão deduzidas as equações
principais para os cálculos do campo elétrico e magnético interno e externo
adequadamente trazidas para um domínio palpável para a computação. De-
pois serão discutidos os métodos de redução de custo computacional destas
operações.

A implementação é feita na linguagem Python com a importação de bi-
bliotecas padrão para cálculos científicos para uma leitura fluida do código
sem perda considerável da eficiência. A escolha da linguagem também se dá
por conta do uso de ferramentas em elaboração de colaboradores às quais
se pretende integrar os algoritmos. Além disso, o programa é fundamentado
com o intuito de permitir aprimoramentos contínuos tais como a inclusão de
novas partículas, de esferas multi-camadas e cálculos de propriedades ópticas
de interesse derivadas dos campos calculados pelo algoritmo.

Como já dito, o intuito principal é disponibilizar uma ferramenta livre
para quem estiver interessado neste ramo de pesquisa em páginas de desta-
que como scattport.org por exemplo [9]. O primeiro passo para qualquer
análise relevante é, de fato, o cálculo dos campos eletromagnéticos, pois nos
permite inferir se as descrições dos feixes pela GLMT são de fato confiáveis
em relação às equações originais. Isto quer dizer que os coeficientes devem
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ser calculados com atenção à suas precisões. No departamento de engenharia
elétrica e de computação da USP de São Carlos, as ferramentas disponíveis
para estes tipos de simulação dependem de software pago - tais como Wolfram
Mathematica ou MATLAB - ou de linguagens não facilmente compatíveis com
tecnologias de ponta no meio acadêmico como o Fortran.

Sobre a organização deste trabalho, no Capítulo 2, será estruturada a te-
oria por trás do projeto computacional desde uma abordagem das equações
de Maxwell em sí, métodos de resolvê-las, implicações sobre o significado des-
tas soluções até se obter expressões para projetar um algoritmo consistente
com a realidade. No Capítulo 3, toma-se uma certa distância das deduções
físicas e discute-se rapidamente algumas estratégias do domínio da computa-
ção para justificar algumas escolhas tomadas no projeto. No Capítulo 4, os
dois domínios - da Física e da Computação - convergem a fim de elaborar-
mos o algoritmo. Lá estão as nuances da implementação de fato do código.
No Capítulo 5, serão expostos os resultados e serão justificadas as suas for-
mas com base na fundação matemática e física descrita antes no Capítulo
2. Finalmente, no Capítulo 6; serão feitas considerações sobre o projeto em
sí e dar-se-ão direções à continuidade do projeto e sobre como ele pode ser
aprimorado e ser de ajuda para o universo científico.
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2 Fundamentos Teóricos de Eletromagnetismo

2.1 As Equações de Maxwell

O alicerce de qualquer teoria eletromagnética está nas equações de Maxwell,
seja ela complementada pela mecânica quântica ou não. Para o espaço livre
[10], em coordenadas cartesianas, as equações de Maxwell são dadas por:

∇ · E =
ρ

ε0
,

∇ ·B = 0,

∇× E = −∂B

∂t
,

∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E

∂t
.

Assim, são introduzidos os dois campos vetoriais E e B, respectivamente
campo elétrico e densidade de fluxo magnético. µ0 e ε0 são constantes dadas,
respectivamente, como permeabilidade magnética e constante dielétrica do
vácuo. O termo ρ diz respeito a cargas elétricas e J representa correntes
elétricas.

Entretanto, quando tratamos de eletromagnetismo na matéria a nível
macroscópico, devemos tomar certos cuidados. Devem ser introduzidos os
campos D e H, respectivamente campo de deslocamento elétrico e campo
magnético. Assim, as equações de Maxwell são adaptadas como abaixo:

∇ ·D = ρ,

∇ ·B = 0,

∇× E = −∂B

∂t
,

∇×H = J +
∂D

∂t
,

(2.1)
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onde as relações constitutivas para D, E, H e B são dadas por

D = ε0E + P, H =
1

µ0

B−M. (2.2)

Desta forma, pode-se enxergar até certo ponto, os novos campos P e
M como efeitos modificadores que a matéria exerce sobre o campo elétrico
e a densidade de fluxo magnético. De fato, chamamos estes elementos de
polarização elétrica e de magnetização, respectivamente. Isto se deve ao fato
de que, na matéria macroscópica, campos elétricos podem rearranjar cargas
criando dipolos elementares. O campo P ilustra este efeito. A argumentação
para M é análoga a partir do momento em que os campos que interagem
com o material em questão afetam os seus domínios magnéticos.

2.2 Condições de Contorno

As equações dadas de (2.1) a (2.2) ainda devem ser completadas por con-
dições de contorno e a introdução do conceito da Força de Lorentz. As
condições de contorno são o que de fato descrevem o problema. Elas nos
dão as condições limites no infinito e nas descontinuidades das situações que
virão a ser estudadas.

Considere dois meios - 1 e 2 - separados por uma superfície S onde n̂12

é vetor unitário ortogonal a S e está positivamente orientado ao meio 2. As
condições de interface são dadas por:

n̂12 · (D2 −D1) = ρS,

n̂12 · (B2 −B1) = 0,

n̂12 × (E2 − E1) = 0,

n̂12 × (H2 −H1) = JS.

Aqui, os termos ρS e JS representam densidades de carga e correntes
na superfície S respectivamente. Em poucas palavras, as componentes tan-
genciais de campo elétrico e as componentes normais de campo de indu-
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ção magnética preservam continuidade na transição dos meios, enquanto as
componentes tangenciais de campo magnético e as componentes normais de
deslocamento elétrico são descontínuas dependendo do comportamento das
cargas na interface.

Como os campos dependem de intensidades de fontes e que estas fontes
podem ter movimento induzido pelos campos, é preciso introduzir o conceito
de força de Lorentz. Um elemento de força de Lorentz dF atuando num
volume elementar dV é dado por:

dF = [ρE + (J×B)] dV

A partir deste ponto, para se tratar de soluções para as equações de
Maxwell como apresentadas em (2.1), ainda temos que formalizar relações
constitutivas para definir os momentos elétricos e a magnetização dadas por
P e M que surgem em meios reais.

Uma abordagem geral às relações constitutivas deve introduzir conceitos
como pareamento de campos, não-linearidade, convoluções espaciais e tempo-
rais, anisotropia e heterogeneidade de materiais. Não será do interesse deste
trabalho o aprofundamento nestas áreas. Feita esta ressalva, prosseguir-se-á
à representação das equações de Maxwell no domínio da frequência, onde as
dependências do tempo poderão ser tratadas de forma a auxiliar os aspectos
computacionais deste trabalho.

Antes de nos aprofundarmos nas nuances da abordagem pela transfor-
mada de Fourier, os resultados para as relações constitutivas em meios sim-
ples, isto é, isotrópicos, perfeitos (que seguem imediatamente as variações
dos campos) e que não dependem de vizinhanças espaciais para os campos
eletromagnéticos, podemos escrever

P(r, t) = ε0χe(r, t)E(r, t),

M(r, t) = χm(r, t)H(r, t),
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onde χe e χm são as susceptibilidades elétrica e magnética do material, r é
vetor posição e t é tempo.

2.3 Formulação no Espaço de Fourier

A utilidade da transformada de Fourier aqui é, principalmente, o fato de
transformar o operador diferencial ∂/∂t· no operador algébrico iω· onde ω é
a frequência angular de um modo de Fourier. Assim, podemos reformular as
equações de Maxwell:

∇ ·D = ρ,

∇ ·B = 0,

∇× E = −iωB,

∇×H = J + iωD.

É importante notar que todas as grandezas aqui representadas são re-
ferentes agora ao domínio da frequência, por mais que estejamos usando a
notação anterior. Note que a corrente segue a relação constitutiva seguir

J(r, t) =

∫ t

−∞
E(r, t′)Ck

j (r, t; t′)dt′,

onde Ck
j representa um tensor que se reduz a um escalar quando a corrente e

o campo elétrico são colineares. Esta convolução temporal se perde quando
o meio é perfeito. Feitas as devidas correções para meios lineares, locais,
homogêneos e isotrópicos no espaço de Fourier, temos as equações de Maxwell
escritas como:

∇ ·D = ρ,

∇ ·H = 0,

∇× E = −iωµH,

∇×H = iωεE.

(2.3)
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Onde

ε = ε0(1 + χe)−
iσ

ω
, µ = µ0(1 + χm),

e

D = ε0(1 + χe)E.

2.4 Campos Harmônicos e Modos Normais

Usamos a transformada de Fourier para tratar a teoria como o estudo dos
modos normais de oscilação das ondas. Consideraremos aqui os modos nor-
mais como campos harmônicos no tempo, com seus termos dependentes do
tempo como e+iωt. É importante ressaltar que aqui foi tomada uma escolha
importante. A teoria poderia ser descrita de forma equivalente utilizado o
termo dependente do tempo como e−iωt. É importante ter em mente que,
uma vez escolhida esta convenção, não devemos mais trocá-la sob o risco
deletério de afetar as interpretações físicas das situações a serem estudadas.

Assim, qualquer grandeza harmônica real

A(r, t) = a(r) cos(ω0t+ φ(r))

possui um representativo complexo Ã dado por

Ã(r)eiω0t = a(r)eiφ(r)eiω0t.

Sua transformada de Fourier se torna:

F{A}(r, ω) =
1

2

(
Ã(r)δ(ω − ω0) + Ã∗(r)δ(ω + ω0)

)
,

onde δ é a função impulso unitário ou a distribuição de Dirac e Ã∗(r) é a
grandeza complexa conjugada de Ã(r).

Podemos aplicar estas considerações às equações de Maxwell. Conside-

16



rando campos harmônicos, por exemplo, no caso da lei de Faraday,

∇× E = −iωµH,

∇×
(
Ẽδ(ω − ω0) + Ẽ∗δ(ω + ω0)

)
= −iµω

(
H̃δ(ω − ω0) + H̃∗δ(ω + ω0)

)
.

Aqui, podemos checar que

ωδ(ω − ω0) = ω0δ(ω − ω0),

pois, pelas seguintes propriedades da distribuição de Dirac,∫ ∞
−∞

f(ω)δ(ω − ω0)dω = f(ω0),∫ ∞
−∞

δ(ω − ω0)dω = 1,

mostramos que∫ ∞
−∞

ωδ(ω − ω0)dω =

∫ ∞
−∞

ω0δ(ω − ω0)dω = ω0.

Portanto, chega-se à conclusão de que

∇× Ẽ = −iω0µH̃.

Aplicando as mesmas estratégias para as outras equações em (2.3), dedu-
zimos o novo conjunto para campos harmônicos em modos normais:

∇ · D̃ = ρ̃,

∇ · H̃ = 0,

∇× Ẽ = −iω0µH̃,

∇× H̃ = iω0εẼ.
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2.5 Equações de Maxwell em meios l.l.h.i.

Para os fins deste projeto, trabalharemos apenas com meios lineares, locais
em relação ao espaço e ao tempo, homogêneos e isotrópicos sem fontes ma-
croscópicas de carga elétrica ou de densidades de corrente. A estes meios
daremos o nome de meios l.l.h.i. daqui em diante. Para tais meios, as equa-
ções de Maxwell se reduzem, em coordenadas cartesianas, para:

∇ · E = 0,

∇ ·H = 0,

∇× E = −µ∂H

∂t
,

∇×H = ε
∂E

∂t
.

Aqui, µ e ε são constantes devido à homogeneidade do espaço a ser tra-
tado. Como a abordagem dos métodos utilizados se dará em sistemas de
coordenadas variados, é importante salientar a formulação da teoria de ele-
tromagnetismo em coordenadas curvilíneas ortogonais.

2.6 Coordenadas curvilíneas ortogonais

Numa rápida visita à teoria do cálculo tensorial, representamos sistemas
de coordenadas curvilíneas ortogonais de maneira generalizada usando um
tensor métrico covariante da forma

gkm =

(e1)
2 0 0

0 (e2)
2 0

0 0 (e3)
2

 (2.4)

onde as entradas ek, k = 1, 2, 3, são os fatores de escala para o espaço. O
Apêndice A discorre rapidamente sobre tensores métricos e covariantes.
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Assim, podemos definir um comprimento infinitesimal como

ds = (e1dx
1)2 + (e2dx

2)2 + (e3dx
3)2 (2.5)

onde xk, k = 1, 2, 3 representa cada uma das coordenadas do espaço.

Assim sendo, as equações de Maxwell se traduzem para a forma das equa-
ções a seguir. A Lei de Gauss se torna:

∂

∂x1
e2e3E1 +

∂

∂x2
e3e1E2 +

∂

∂x3
e1e2E3 = 0.

Similar à equação acima, equação a seguir demonstra que não existem cargas
magnéticas.

∂

∂x1
e2e3H1 +

∂

∂x2
e3e1H2 +

∂

∂x3
e1e2H3 = 0.

Da Lei de Faraday:

∂

∂x2
e3E3 −

∂

∂x3
e2E2 = −µe2e3

∂

∂t
H1,

∂

∂x3
e1E1 −

∂

∂x1
e3E3 = −µe3e1

∂

∂t
H2,

∂

∂x1
e2E2 −

∂

∂x2
e1E1 = −µe1e2

∂

∂t
H3.

(2.6)

E da Lei de Ampère:

∂

∂x2
e3H3 −

∂

∂x3
e2H2 = εe2e3

∂

∂t
E1,

∂

∂x3
e1H1 −

∂

∂x1
e3H3 = εe3e1

∂

∂t
E2,

∂

∂x1
e2H2 −

∂

∂x2
e1H1 = εe1e2

∂

∂t
E3.

(2.7)
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2.7 Coordenadas esféricas

O próximo passo em direção às soluções desejadas é tratarmos o cenário
em coordenadas esféricas. Formuladas as expressões de (2.5) a (2.7), basta
adaptarmos o tensor métrico covariante [1, 11, 12] para o nosso novo espaço
em (r, θ, φ).

gkm =

(e1)
2 0 0

0 (e2)
2 0

0 0 (e3)
2

 =

(1)2 0 0

0 (r)2 0

0 0 (r sin θ)2

 .
2.8 Potenciais e Calibres

A partir do fato de que o divergente do rotacional de qualquer campo é nulo e
de que não existem cargas magnéticas, vemos, do ponto de vista matemático,
que existe um campo A tal que

B = ∇×A. (2.8)

Assim, para meios l.l.h.i., o campo magnético H pode ser expresso em função
deste novo campo:

H =
1

µ
B =

1

µ
∇×A.

Ao campo A daremos o nome de potencial vetor. Entretanto, a relação
(2.8) não determina unicamente o campo potencial vetor aqui descrito. Para
isto, precisamos adicionar uma condição ao divergente deste campo. É neste
ponto que surgem as teorias de calibre. Por exemplo, o calibre de Coulomb
se aplica à teoria eletromagnética através da imposição da condição:

∇ ·A = 0.

No contexto deste projeto, é mais interessante utilizar outro calibre: o calibre
de Lorentz.
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De fato, reescrevendo a lei de Faraday a partir da definição (2.8), temos
que:

∇×
(

E +
∂A

∂t

)
= 0

Agora, como o rotacional de um gradiente é zero, podemos introduzir mais
um potencial. Neste caso, um potencial escalar V tal que

E +
∂A

∂t
= −∇V, (2.9)

onde ∇V é o gradiente do campo escalar V . Entretanto, ainda temos o
problema de que a dupla (A, V ) não é unicamente determinada, pois os
campos não mudam se trocarmos para uma dupla (A′, V ′) onde

A′ = A +∇ϕ,

V ′ = V − ∂ϕ

∂t
.

O calibre de Lorentz se trata da condição:

∇ ·A + εµ
∂V

∂t
= 0. (2.10)

Relembrando, do cálculo vetorial, que, para qualquer campo vetorial Φ

temos que

∇×∇×Φ = ∇ (∇ ·Φ)−∇2Φ,

onde ∇2Φ se trata do laplaciano do campo Φ. Invocando a lei de Ampère,
temos que

∇ (∇ ·A)−∇2A = µε
∂E

∂t
.

Logo, pela condição (2.10) e pela relação (2.9) tomada da lei de Faraday,
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deduzimos que

∇2A− µε∂
2A

∂t2
= 0,

a qual, no domínio da frequência para campos harmônicos, se torna a equação
de Helmholtz:

∇2A+ k2A = 0,

onde k2 = ω2
0µε. Assim, uma vez determinado o campo potencial vetor como

descrito, determinamos os campos E e H, resolvendo, portanto, as equações
de Maxwell para nosso caso especial.

2.9 Potenciais de Bromwich

Potenciais escalares também podem ser utilizados e, de fato, será a aborda-
gem tomada daqui para frente em direção às soluções que desejamos. Che-
garemos em equações diferenciais parciais que requerem sistemas de coorde-
nadas que nos fornecem separabilidade para o método de solução escolhido.
Para os fins do projeto, trabalharemos com sistemas de coordenadas orto-
gonais curvilíneas como dito anteriormente, mas agora teremos mais dois
requisitos para os fatores de escala:

e1 = 1,

∂

∂x1

(
e2
e3

)
= 0.

Tais condições são verdadeiras para o caso das coordenadas esféricas:

∂

∂r

1

sin θ
= 0.

Introduziremos, nesta seção, o conceito de potenciais escalares de
Bromwich - BSPs (Bromwich Scalar Potentials) daqui em diante - para conse-
guirmos encontrar soluções especiais às equações de Maxwell para os sistemas
de coordenadas tais como descritos acima [1]. Encontraremos duas soluções
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especiais que são linearmente independentes, a Transversa Magnética - TM
- e a Transversa Elétrica - TE. A partir da determinação dos potenciais
de Bromwich, conseguiremos determinar os dois pares de soluções especiais:
(ETM ,HTM) e (ETE,HTE).

Modo Transverso Magnético

A solução TM se atribui, em coordenadas esféricas, à solução em que a
componente da primeira coordenada do campo magnético é nula:

H1 = 0.

Assim, a partir da primeira equação em (2.6), ficamos apenas com:

∂

∂x2
e3E3 =

∂

∂x3
e2E2. (2.11)

Introduzimos uma nova função potencial P para as grandezas e2E2 e e3E3

tal que

e2E2 =
∂P

∂x2
,

e3E3 =
∂P

∂x3
,

(2.12)

ainda respeitando a relaçao (2.11).

Um primeiro BSP, U , é introduzido como um potencial do potencial P a
partir da relação

P =
∂U

∂x1
.
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Portanto, podemos deduzir as componentes E2 e E3 a partir de U :

E2 =
1

e2

∂2U

∂x1∂x2
, (2.13)

E3 =
1

e3

∂2U

∂x1∂x3
. (2.14)

Assim, a partir da definição do potencial P em (2.12) e da lei de Ampère
adaptada para coordenadas curvilíneas ortogonais em (2.7), temos

− ∂

∂x1
e3H3 = ε

e3e1
e2

∂2P

∂x2∂t
,

∂

∂x1
e2H2 = ε

e1e2
e3

∂2P

∂x3∂t
.

O que, em termos de U é

− ∂

∂x1
e3H3 = ε

e3e1
e2

∂3U

∂x1∂x2∂t
,

∂

∂x1
e2H2 = ε

e1e2
e3

∂3U

∂x1∂x3∂t
.

Portanto, agora podemos também determinar os valores de H2 e de H3

dado um BSP U .

− ∂

∂x1
e3H3 = ε

e3e1
e2

∂3U

∂x1∂x2∂t
,

∂

∂x1
e2H2 = ε

e1e2
e3

∂3U

∂x1∂x3∂t
.

Assim, ficam determinadas todas as componentes de campo magnético para
o modo TM - HTM = (H1, H2, H3):

H1 = 0, (2.15)

H2 = ε
1

e3

∂2U

∂x3∂t
, (2.16)

H3 = −ε 1

e2

∂2U

∂x2∂t
. (2.17)
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Para determinar ETM , ainda precisamos encontrar a componente E1.
Para isto, partimos da lei de Faraday,

∂

∂x3
e1E1 −

∂

∂x1
e3E3 = µe3e1

∂H2

∂t
,

e usamos os resultados em (2.14) e (2.17), deduzimos a solução especial de
ETM = (E1, E2, E3)

E1 =
∂2U

(∂x1)2
− µε∂

2U

∂t2
,

E2 =
1

e2

∂2U

∂x1∂x2
,

E3 =
1

e3

∂2U

∂x1∂x3
.

Agora, como consequência da lei de Ampère, (2.7),

∂E1

∂t
=
−1

e2e3

(
∂

∂x2
e3
e2

∂2U

∂x2∂t
+

∂

∂x3
e2
e3

∂2U

∂x3∂t

)
obtemos a seguinte equação diferencial para U :

∂2U

(∂x1)2
− µε∂

2U

∂t2
+

1

e2e3

(
∂

∂x2
e3
e2

∂U

∂x2
+

∂

∂x3
e2
e3

∂U

∂x3

)
= 0. (2.18)

Este é um resultado importante, pois, descoberto o valor de U a partir da
solução da equação (2.18), conseguimos deduzir as componentes transversas
magnéticas para os campos elétrico e magnético. Encontradas as soluções
especiais nas mesmas condições para o modo transverso elétrico, as equações
de Maxwell especiais estarão resolvidas.

Modo Transverso Elétrico

Análogo ao modo TM, o modo TE assume a primeira componente do campo
elétrico como nula. A análise é muito similar à feita acima e, para fins de
síntese, apenas exibiremos os resultados para o modo transverso elétrico.
Entretanto, é importante salientar que temos aqui dois potenciais escalares
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de Bromwich a serem tratados: potencial já mostrado anteriormente, UTM
e, agora, para o modo TE, UTE.

E1,TE = 0,

E2,TE = − µ
e3

∂2UTE
∂x3∂t

,

E3,TE =
µ

e2

∂2UTE
∂2∂t

,

H1,TE =
∂2UTE
(∂x1)2

− µε∂
2UTE
∂t2

,

H2,TE =
1

e2

∂2UTE
∂x1∂x2

H3,TE =
1

e3

∂2UTE
∂x1∂x3

2.10 Potenciais de Bromwich no Domínio da frequência

Como já discutido anteriormente, convoluções temporais foram tratadas e o
operador diferencial no tempo

(
∂
∂t
·
)
se torna um operador multiplicativo na

frequência (iω·) através da transformada de Fourier. Assim, a equação (2.18)
se torna

∂2U

(∂x1)2
+ k2U +

1

e2e3

(
∂

∂x2
e3
e2

∂U

∂x2
+

∂

∂x3
e2
e3

∂U

∂x3

)
= 0. (2.19)

Agora, as componentes dos campos se tornam:
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Modo Transverso Magnético

E1,TM =
∂2UTM
(∂x1)2

+ k2UTM , (2.20)

E2,TM =
1

e2

∂2UTM
∂x1∂x2

, (2.21)

E3,TM =
1

e3

∂2UTM
∂x1∂x3

. (2.22)

H1,TM = 0, (2.23)

H2,TM = iωε
1

e3

∂UTM
∂x3

, (2.24)

H3,TM = −iωε 1

e2

∂UTM
∂x2

. (2.25)

Modo Transverso Elétrico

E1,TE = 0, (2.26)

E2,TE = −iωµ 1

e3

∂UTE
∂x3

, (2.27)

E3,TE = iωµ
1

e2

∂2UTE
∂x2

, (2.28)

H1,TE =
∂2UTE
(∂x1)2

+ k2UTE, (2.29)

H2,TE =
1

e2

∂2UTE
∂x1∂x2

(2.30)

H3,TE =
1

e3

∂2UTE
∂x1∂x3

(2.31)

2.11 Soluções dos Potenciais Escalares de Bromwich

A escolha de coordenadas esféricas para nossa modelagem se deve princi-
palmente ao fato de suas coordenadas serem separáveis. Assim, a equação
diferencial parcial para os BSPs (2.19) se torna uma equação diferencial or-
dinária.

U(r, θ, φ) = rR(kr)Θ(θ)Φ(φ)
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Tomando a equação diferencial em U e multiplicando por:

M =
r

R(kr)Θ(θ)Φ(φ)

temos

r

R(kr)

d2rR(kr)

dr2
+ k2r2 = − 1

sin θ

(
1

Θ(θ)

d

dθ
sin θ

d

dθ
Θ(θ) +

1

sin θΦ(φ)

d2

dφ2
Φ(φ)

)
.

(2.32)

Separadas as variáveis, ambos os lados da equação devem ser um número
complexo que aqui escreveremos de forma conveniente como a(a+ 1). Logo,
o lado esquerdo da equação (2.32) se torna

d

dx

(
x2

d

dx
R(x)

)
+
(
x2 − a(a+ 1)

)
R(x) = 0,

x = kr,

(2.33)

que, nesta forma, se chama de equação de Bessel esférica.

Ao lado direito da equação (2.32) temos

a(a+ 1) sin2 θ +
sin θ

Θ(θ)

d

dθ
sin θ

d

dθ
Θ(θ) = − 1

Φ(φ)

d2

dφ2
Φ(φ).

Se igualarmos cada lado da equação ao número complexo b2, obtemos a equa-
ção de Legendre associada:

(1− u2) d
2

du2
Θ(θ)− 2u

d

du
Θ(θ) +

(
a(a+ 1)− b2

1− u2

)
Θ(θ) = 0,

u = cosθ.

(2.34)

Além disso, também obtemos a equação harmônica

d2

dφ2
Φ + b2Φ = 0 (2.35)

A partir destas três equações - (2.35), (2.34) e (2.33) - discutiremos suas
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soluções e traremos uma discussão sobre quais são os valores dos números
complexos que aqui chamamos de a e b.

Equação Harmônica

A continuidade da função harmônica com rotação ao redor do eixo-z requer
que seja satisfeita a seguinte condição de contorno:

Φ(0) = Φ(2π).

Assim, temos que, com a condição de continuidade de φ que o próprio sistema
de coordenadas impõe, tem-se que b é um número inteiro e faz com que as
soluções da equação (2.35) sejam da forma

Φ(φ) = eimφ,

m ∈ Z.

Equação de Legendre Associada

A equação (2.34) possui soluções conhecidas. Estas soluções precisam ser vá-
lidas para todo o espaço, portanto, em particular, as soluções devem manter-
se finitas quando u = ±1 - então a deve ser um número inteiro positivo. As
soluções para as equações de Legendre associadas são chamadas de funções
de Legendre associadas [13], vindas dos polinômios de Legendre. As funções
de Legendre associadas são da forma:

Pm
n (cos θ) = (−1)m(sin θ)m

dm

(d cos θ)m
Pn(cos θ) (2.36)

onde Pn são os polinômios de Legendre que são definidos por

Pn(x) = P 0
n(x) =

1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n.

Vemos aqui, portanto, que os polinômios de Legendre Pn identificam com
as funções de Legendre P 0

n . Podemos então colapsar as definições acima
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numa única expressão:

Pm
n (cos θ) =

(−1)m

2nn!
(sin θ)m

dn+m

(d cos θ)n+m
(cos2 θ − 1)n.

É importante salientar uma relação importante para m ∈ Z nas funções
de Legendre associadas que será utilizada na parte prática do projeto:

P−mn (cos θ) = (−1)m
(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ). (2.37)

Equação de Bessel Esférica

Mantendo a restrição anteriormente imposta de que a deve ser um número
inteiro positivo, as soluções básicas para a equação de Bessel esférica (2.33)
são as quatro funções de Bessel esféricas dadas por

Ψ(1)
n (x) =

√
π

2x
Jn+ 1

2
(x),

Ψ(2)
n (x) =

√
π

2x
Nn+ 1

2
(x),

Ψ(3)
n (x) =

√
π

2x
H

(1)

n+ 1
2

(x),

Ψ(4)
n (x) =

√
π

2x
H

(2)

n+ 1
2

(x),

onde J é a função de Bessel, N é a função de Neumann e H(1) e H(2) são as
funções de Hankel de primeira e segunda espécie [14].

Por mais que digamos que estas são as soluções básicas para a equação de
Bessel esférica, isto não implica que elas sejam linearmente independentes.
As funções de Hankel são da forma

H(1)
p (x) = Jp(x) + iNp(x) = H(2)

p (x)∗
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o que implica que

Ψ(4)
n (x) = Ψ(1)

n (x)− iΨ(2)
n (x) = Ψ(3)

n (x)∗.

A escolha de qual das funções esféricas de Bessel serão de fato solução
útil ao problema físico depende intrinsecamente das condições de contornos
que impomos ao problema. De forma mais específica, xΨ

(1)
n (x) é definida sem

singularidades na origem do sistema de coordenadas e para a dependência
temporal em e+iωt e apenas xΨ

(4)
n (x) possui valor quando x→∞.

Para a parte prática do projeto, serão de extrema importância as funções
de Riccati-Bessel Ψn e ξn definidas como

Ψn(x) = xΨ(1)
n (x),

ξn(x) = xΨ(4)
n (x).

2.12 Expressões Gerais para os Potenciais de Bromwich

Pelos resultados obtidos na seção anterior, vemos que qualquer combinação
linear de funções da forma

Φ(r, θ, φ) = r


Ψ

(1)
n (kr)

Ψ
(2)
n (kr)

Ψ
(3)
n (kr)

Ψ
(4)
n (kr)

Pm
n (cos θ)eimφ

é solução da equação diferencial para os BSPs (2.32).

Entretanto, traremos algumas simplificações. Como dito anteriormente,
apenas as funções Ψ

(1)
n e Ψ

(4)
n serão utilizadas. Ver-las-emos na forma das fun-

ções de Riccati-Bessel Ψn e ξn. Novamente, podemos simplificar as funções
de Legendre associadas Pm

n e P−mn para P |m|n pela relação de proporcionali-
dade dada em (2.37). Os termos onde n = 0 e m = 0 serão ignorados, pois
não são soluções de qualquer potencial de campos não-triviais.
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Assim, os potenciais escalares de Bromwich serão da forma:

U(r, θ, φ) =
∞∑
n=1

n∑
m=−n

cnm
r

k

(
Ψn(kr)

ξn(kr)

)
P |m|n (cos θ)eimφ (2.38)

2.13 BSPs da Onda Incidente

Para a GLMT, temos três figuras principais dividindo a nossa atenção. A
onda incidente - de sobrescrito i, a onda interna da partícula - sp e onda
espalhada pela partícula - sobrescrita por s. A parte prática deste trabalho
se concentra na descrição da onda incidente particularmente dada pelos po-
tenciais deduzidos nesta subseção - U i

TM e U i
TE.

Voltamos ao problema da escolha de qual função de Riccati-Bessel tomar
para ter uma solução que realmente representa as condições impostas pelo
contorno. Usaremos aqui a função Ψn, pois é de nosso interesse ter a solução
definida em r = 0. Também usaremos de uma renomeação dos coeficientes
cnm em (2.38). As expressões dos BSPs se tornam:

U i
TM(r, θ, φ) =

E0

k

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TMΨn(kr)P |m|n (cos θ)eimφ,

U i
TE(r, θ, φ) =

H0

k

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TEΨn(kr)P |m|n (cos θ)eimφ,

(2.39)

onde E0 e H0 são, respectivamente, amplitudes do campo elétrico e magné-
tico. Os coeficientes cpwn são os coeficientes de onda plana que surgem na
teoria de Lorenz-Mie convencional os quais são dados por

cpwn =
1

ik
(−i)n 2n+ 1

n(n+ 1)
(2.40)

e os coeficientes gmn são conhecidos como os fatores de forma da onda inci-
dente [1]. Eles são calculados por métodos numéricos e dependem completa-
mente da forma da onda incidente.
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Existem diversos métodos para se calcular o valor dos coeficientes de
forma de onda. Entretanto, não é o foco principal do trabalho em mãos um
aprofundamento rigoroso nestes métodos.

2.14 Expansões das Componentes dos Campos Inciden-

tes

Partindo do ponto em que deduzimos as expressões para os BSPs em (2.39),
podemos substituir UTM e UTE das soluções (2.20) - (2.31), aplicando as
regras de derivação cabíveis e obtemos:

Ei
r,TM = kE0

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TM (Ψ′′n(kr) + Ψn(kr))P |m|n (cos θ)eimφ, (2.41)

Ei
θ,TM =

E0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TMΨ′n(kr)τ |m|n (cos θ)eimφ, (2.42)

Ei
φ,TM = i

E0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

mcpwn gmn,TMΨ′n(kr)π|m|n (cos θ)eimφ, (2.43)

H i
r,TM = 0 (2.44)

H i
θ,TM = −H0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

mcpwn gmn,TMΨn(kr)π|m|n (cos θ)eimφ, (2.45)

H i
φ,TM = −iH0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TMΨn(kr)τ |m|n (cos θ)eimφ, (2.46)
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Ei
r,TE = 0, (2.47)

Ei
θ,TE =

E0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

mcpwn gmn,TEΨn(kr)π|m|n (cos θ)eimφ, (2.48)

Ei
φ,TE = i

E0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TEΨn(kr)τ |m|n (cos θ)eimφ, (2.49)

H i
r,TE = kH0

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TM (Ψ′′n(kr) + Ψn(kr))P |m|n (cos θ)eimφ, (2.50)

H i
θ,TE =

H0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn gmn,TEΨ′n(kr)τ |m|n (cos θ)eimφ, (2.51)

H i
φ,TE = i

H0

r

∞∑
n=1

n∑
m=−n

mcpwn gmn,TEΨ′n(kr)π|m|n (cos θ)eimφ, (2.52)

onde introduzimos as função de Legendre generalizadas:

τ qn(cos θ) =
d

dθ
P q
n(cos θ), (2.53)

πqn(cos θ) =
P q
n(cos θ)

sin θ
. (2.54)

Assim, temos todas as expressões necessárias para fazer os cálculos com-
putacionais efetivos dos campos incidentes para a teoria generalizada de
Lorenz-Mie.
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3 Estratégias Computacionais

3.1 Desafios

Mesmo somente para as ondas incidentes na partícula que as espalham, fi-
cam evidentes ao pesquisador que pretende projetar um algoritmo a fim re-
presentar as soluções expostas no capítulo anterior os desafios envolvidos.
Primeiramente, a partir das expressões das componentes dos campos dados
de (2.41) a (2.52) já se nota que os métodos a serem utilizados para repre-
sentar os campos se darão a partir da aproximação de séries infinitas. Mais
que isso, séries aninhadas com funções especiais recursivas em seu conteúdo.

Desta maneira, encontramos o primeiro candidato ao gargalo do pro-
blema, a natureza quadrática de complexidade advinda de um método ite-
rativo de computação de séries aninhadas. Além disso, percebemos que as
expressões dadas são referentes a apenas um ponto no espaço dado pela tripla
(r, θ, φ). Então, para uma análise em um plano, por exemplo, a complexidade
dos cálculos também é elevada ao quadrado, dada a resolução dos gráficos a
serem computados.

Portanto, é mandatório, para computação em tempo hábil, a abordagem
cuidadosa não só em termos de procurar estratégias analíticas adequadas
como visto no capítulo anterior, mas também de trazer abordagens estraté-
gicas do mundo da computação.

Usaremos programas em Python para ilustrar resultados e análises de
convergência dos métodos utilizados nas seções mais adiante deste capítulo.
A partir de pesquisas já consagradas na GLMT apresentaremos algumas es-
tratégias utilizadas para conseguir otimizar os algoritmos já existentes.

No início do trabalho, falamos sobre o projeto do nosso grupo de pes-
quisa, o qual carece de otimizações significativas por se utilizar de linguagens
de alto nível que trazem uma intensidade de abstração elevada como se vê em
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software tais como Wolfram Mathematica. A escolha da linguagem Python

se deve à sua ampla difusão nas mais diversas áreas da ciência, pois ela per-
mite tanto uma programação de alto nível de abstração quanto passagens de
baixo nível altamente otimizadas.

Vale salientar que este é um primeiro esforço em direção a uma ferramenta
de software de interface acessível a ser disponibilizado gratuitamente. O
cálculo dos campos é o pontapé inicial em direção aos cálculos de propriedades
mais elaboradas as quais decorrem deles como seções eficazes e de choque,
séries de Debye, partículas multicamadas, índices de refração arbitrários,
entre outras.

3.2 Considerações

Como já dito, neste trabalho, apresentaremos apenas as magnitudes dos cam-
pos incidentes descritos pela GLMT. As próprias séries aninhadas da seção
2.14 já apresentam grande grau de complexidade computacional, entretanto,
não nos aprofundamos nos cálculos dos coeficientes de forma de onda dados
para a generalização do método.

Desde integrais de convolução a partir da ortogonalidade das funções
harmônicas, de Legendre e de Riccati-Bessel até métodos numéricos de re-
solução de equações diferenciais, os coeficientes - gmn,TM e gmn,TE - podem ser
calculados a partir de diversos métodos. Entretanto, não será foco deste tra-
balho o cálculo exato destas integrais ou de outros artifícios. Consideraremos
dados os coeficientes de forma de onda.

Para os testes a serem feitos nas próximas seções, traremos feixes de Bes-
sel [15] – [21] e frozen waves [22] – [27] cujos coeficientes de forma de onda já
são conhecidos e poderão, por exemplo, ser armazenados em memória previ-
amente para a computação concentrada apenas nas ondas eletromagnéticas
associadas. Este tipo de estratégia de utilizar o trade-off de tempo versus
espaço - aumentar custo de memória para diminuir o custo em tempo com-
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putacional - será chave para conseguir um algoritmo equilibrado e útil para
os pesquisadores interessados na GLMT.

3.3 Algoritmos

Esta subseção é uma rápida e simples exposição ao leitor que não se famili-
ariza com as nuances da computação de como a estrutura de um algoritmo
afeta diretamente em seu desempenho e sobre como se pode reestruturá-lo
de forma a melhorar seu custo computacional [28].

Algoritmos de cálculo de convergência de séries são tipicamente estrutu-
rados como algoritmos iterativos, isto é, explicitamente construídos a partir
de laços nos programas que os implementam. Traz-se como exemplo a im-
plementação de uma função que traz o n-ésimo número de Fibonacci - an -
dado pela função recursiva:

an =

{
1, se n = 0 ou n = 1

an−1 + an−2, n > 1
,

n ∈ Z, n ≥ 0.

Uma implementação imediata e, talvez ingênua, em Python seria a tra-
dução direta para uma função recursiva como mostrado abaixo cuja recursão
é caracterizada pela autorreferência envolvida:

def fib(n):
if n == 0 or n == 1:

return 1

return fib(n - 1) + fib(n - 2)

Entretanto, esta implementação peca no desempenho. Por exemplo, para
o cálculo de números de Fibonacci an com n maior que 50, o tempo com-
putacional envolvido é proibitivo. Para fins de contraste, abaixo segue uma
implementação iterativa do algoritmo recursivo visto acima.
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def it_fib(n):
sum = 1;
last_sum = 1
for i in range(1, n):

aux = sum
sum += last_sum
last_sum = aux

return sum

Como pode ser visto adiante, na figura 1a; o tempo de execução da fun-
ção recursiva planejada de forma imediata possui um aspecto exponencial
em n, pois quando se faz o cálculo de qualquer um dos an, são chamados
sempre mais dois cálculos de dois an que irão chamar outros dois ad infi-
nitum. Entretanto, a execução recursiva se beneficia muito de uma adição
simples de uma cache, que salva resultados já buscados como implementado
abaixo. Esta técnica é formalmente chamada de memoization, em inglês [29].

CACHE = {}
def cached_fib(n):

if n==0 or n==1:
return 1

if n in CACHE:
return CACHE[n]

else:
retval = cached_fib(n - 1) + cached_fib(n - 2)
CACHE[n] = retval
return retval

A análise do tempo de execução é feita na figura 1b e pode ser notado que
os tempos de execução são parecidos até para valores de n muito elevados.
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(a) Iterativo e recursivo sem cache (b) Iterativo e recursivo com cache

Figura 1: Tempo computacional dos algoritmos de Fibonacci iterativo e re-
cursivo - com e sem cache

Fica clara então a importância de uma análise mais aprofundada do pro-
blema antes de tentar desenvolver diretamente um algoritmo e também se
percebe como pequenas mudanças na estrutura de um código pode gerar ba-
nefícios consideráveis ao seu desempenho. O objetivo deste trabalho é traçar
um caminho para as possíveis direções de otimização usando ferramentas
modernas dos principais métodos que a GLMT necessita para ser modelada
com base nos campos eletromagnéticos.

3.4 Convergência

Dado um método iterativo que depende de convergência de séries, precisa-
mos de um critério de parada. Se um método produz uma sequência de
resultados (xk)k∈N e seja x∗ = limk→∞ xk a solução exata para o algoritmo
iterativo, é possível que nunca se chegue exatamente neste resultado. Para
algoritmos lineares, normalmente, com base nas matrizes de transformação,
é trivial escolher um erro mínimo tolerável para que o método pare de ser
executado e retorne um resultado, assim limitando o número de iterações [30].

Entretanto, o uso de métodos lineares não é o caso deste trabalho. Assim,
é necessário que haja um cuidado maior no truncamento do método. Segundo
Wiscombe (1980, p. 1508) [31], uma boa aproximação para o número ideal
de iterações - N - para que haja um erro relativamente pequeno em relação
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ao valor de x∗ é dado pela expressão

N =


kr + 4(kr)

1
3 + 1 se 0, 02 µm < r < 8 µm,

kr + 4, 05(kr)
1
3 + 2 se 8 µm < r < 4200 µm

kr + 4(kr)
1
3 + 2 se r > 4200 µm

, (3.1)

Para os cálculos dos campos, as séries serão calculadas portanto até seu
N -ésimo termo e nada mais seguindo os cálculos das expressões em (3.1).
Mais à frente, faremos uma análise de como a implementação dos algoritmos
se comporta de acordo com este truncamento.
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4 Implementação

O código-fonte do projeto se encontra aberto no repositório da plataforma
GitHub acessível pelo link github.com/LVotto/glmtscatt [32].

4.1 Organização do Código

Implementado em Python, são utilizadas bibliotecas padrão para pesquisas
científicas como scipy e matplotlib. O programa será dividido em módulos
específicos para cada parte do código. O módulo field.py descreve as classes
de campos em coordenadas cartesianas e esféricas trazendo uma abordagem
mais orientada a objetos, enquanto que o módulo specials.py declara as
funções especiais usadas aqui tais como as funções de Riccati-Bessel e as
funções de Legendre associadas e as funções delas derivadas. Enquanto isso,
o módulo glmt.py usa estas dependências para calcular as componentes dos
campos como em 2.14.

Note que os campos são primeiramente calculados em coordenadas esfé-
ricas, mas os transcrevemos para coordenadas cartesianas. A figura 2 apre-
senta um fluxograma ilustrativo do processo do algoritmo. Primeiramente,
se calculam as componentes esféricas do campo TM e TE, os dois campos
são somados obtendo-se o campo total em coordenadas esféricas dado um
conjunto de fatores de forma gmn para os dois modos transversais.
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Field

CartesianField SphericalField

TM TE
+

+

(Xr, Xθ, Xφ)

legendre_tau

legendre_pi

legendre_p

d2_riccati_jriccati_jn

gmn

Figura 2: Fluxograma representativo da estrutura do programa no processo
de obter um objeto da classe CartesianField que ilustra um campo elétrico
ou magnético segundo a GLMT.

4.2 Classes de Campos Vetoriais

O módulo field.py implementa as classes de campos tridimensionais em
Python como objetos de classes filhas da classe Field - implementada como
abstrata. Até a conclusão deste projeto, estão implementadas as classes
CartesianField e SphericalField, as quais representam, respectivamente,
campos vetoriais em coordenadas cartesianas e esféricas.

A princípio, está implementada uma sobrecarga no operador de soma nas
classes Field e também um construtor que pode receber, em CartesianField,
um objeto SphericalField para convertê-lo de coordenadas esféricas para
cartesianas.

Os campos possuem uma lista no formato dict nativo de Python, o qual
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se trata apenas de uma tabela de associação chave-valor com o nome de
functions, a qual armazena as funções Python que definem como cada com-
ponente é calculada em função das coordenadas. A classe Field a inicializa
como vazia, mas as classes SphericalField e CartesianField devem ser
inicializadas com as funções das componentes declaradas no objeto function.

A conversão se baseia nas identidades:
r

θ

φ

 =


√
x2 + y2 + z2

arctan

√
x2+y2

z

arctan y
x

 ,

e, se ρ =
√
x2 + y2, 

r̂

θ̂

φ̂

 =


x
r

y
r

z
r

xz
rρ

yz
rρ
−ρ
r

−y
ρ

x
ρ

0




x̂

ŷ

ẑ

 .
Logo, podemos escrever o campo em coordenadas esféricas

F(r, θ, φ) = Fr(r, θ, φ)r̂ + Fθ(r, θ, φ)θ̂ + Fφ(r, θ, φ)φ̂

na forma

F(x, y, z) = Fx(x, y, z)x̂ + Fy(x, y, z)ŷ + Fz(x, y, z)ẑ

em coordenadas cartesianas.

Os campos recebem três funções - ou métodos - para suas componentes e
assim ficam definidos, tendo métodos para avalição de seus valores vetoriais
em cada ponto do espaço e também para o valor absoluto, baseado na função
norm do pacote numpy.linalg a qual calcula a norma de matrizes, no caso,
vetores. Aqui, ela está programada para o cálculo da norma-L2.
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4.3 Funções Especiais

A teoria generalizada de Lorenz-Mie para espalhamento de ondas eletromag-
néticas envolve o uso de funções especiais recursivas. Algumas já possuem
implementação já feita pelo módulo special do pacote scipy, outras pre-
cisarão de breves construções cuja elaboração se reserva a ser descrita nesta
seção.

Funções de Riccati-Bessel

O pacote scipy traz a implementação das funções de Riccati-Bessel nos méto-
dos special.riccati_jn para a primeira espécie, Ψn, e special.riccati_yn
para a segunda espécie, ξn. Apenas usaremos da implementação da função
Ψn, pois apenas nos atentamos à simulação da onda incidente.

O método special.riccati_jn recebe uma ordem n a ser computada
e um argumento x no qual a função será avaliada retornando uma matriz
com valores da função de Riccati-Bessel de primeira espécie para ordem zero
até a ordem n escolhida no argumento x na primeira linha, e os valores
correspondentes à primeira derivada desta função na segunda linha da matriz.

riccati_jn(n, x) =

[
Ψ0(x) Ψ1(x) . . . Ψn(x)

Ψ′0(x) Ψ′1(x) . . . Ψ′n(x)

]
(4.1)

Entretanto, para os cálculos das componentes radiais do campo elétrico no
modo TM (2.41) e do campo magnético no modo TE (2.50), precisamos da se-
gunda derivada da função de Riccati-Bessel de primeira espécie Ψ′′n. Para isto,
no módulo specials.py, implementa-se a função d2_riccati_bessel_j que
se baseia na seguinte relação:

d2_riccati_bessel_j(n, x) = Ψ′′n(x) =
n(n+ 1)− x2

x
Ψn(x)
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Funções de Legendre

Novamente, no módulo special do pacote scipy, encontramos as funções
de Legendre associadas de ordem inteira m e de grau real v no método
special.lpmv. Assim,

lpmv(m, v, x) = Pm
v (x)

como visto em (2.36).

Entretanto, ainda precisamos implementar as funções de Legendre gene-
ralizadas τmn e πmn . Temos que,

τmn (cos θ) =
d

dθ
Pm
n (cos θ)

= − sin θ(Pm
n )′(cos θ).

A partir da relação

(Pm
n )′(x) =

(n+m)Pm
n−1(x)− nxPm

n (x)

1− x2

fica evidente que

τmn (x) =
nxPm

n (x)− (n+m)Pm
n−1(x)√

1− x2
. (4.2)

Para as funções πmn , partindo da expressão exposta em (2.54) é fácil ver
que

πmn (x) =
Pm
n (x)√
1− x2

. (4.3)

No módulo specials.py do código Python implementamos as funções
legendre_tau baseada em τmn como em (4.2) e a função legendre_pi base-
ada em πmn como em (4.3).
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4.4 Componentes de Campos segundo a GLMT

As componentes dos campos como vistas de (2.41) a (2.52) são dadas por
expressões da forma

Fj,X(r, θ, φ) = C(k, r)
Nmax∑
n=1

n∑
m=−n

cpwn,m gmn,X R(kr) Θ(θ) eimφ, (4.4)

onde F ∈ {E,H} j ∈ {r, θ, φ} eX ∈ {TM, TE}. As funções R podem ser
quaisquer das variações das funções de Riccati-Bessel como já visto e as fun-
ções Θ podem ser quaisquer funções de Legendre associadas ou generalizadas.
Para ilustrar um excerto geral de código, consideremos a componente radial
do campo elétrico incidente, Ei

r,TM(r, θ, φ), que será ilustrado pelo método
radial_electric_i_tm abaixo seguindo as diretrizes da expressão (2.41).

def radial_electric_i_tm(radial , theta , phi , wave_number_k):
""" Computes the radial component of inciding electric field in TM mode.
"""
result = 0
n = 1

riccati_bessel_list = special.riccati_jn(MAX_IT ,
wave_number_k * radial)

riccati_bessel = riccati_bessel_list [0]

while n < MAX_IT:
for m in [-1, 1]:

increment = plane_wave_coefficient(n, wave_number_k) \
* beam_shape_g(n, m, mode=’TM ’) \
* (d2_riccati_bessel_j(n, wave_number_k * radial) \

+ riccati_bessel[n]) \
* legendre_p(n, abs(m), np.cos(theta)) \
* np.exp(1j * m * phi)

result += increment
n += 1

return wave_number_k * result

Perceba que, pela eficiência do método do módulo scipy.special, se faz
a computação dos valores da função de Riccati-Bessel de primeira espécie
para todas as ordens, de 0 até Nmax - mostrado no código como MAX_IT -
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antes de entrar no laço duplo da maneira que foi mostrada em (4.1). Toma-se
apenas a primeira linha da matriz, descartando-se as derivadas, as quais não
serão necessárias no cálculo efetivo da componente radial.

A constante MAX_IT é calculada de maneira estática dado o valor máximo
de r usando a expressão exibida em (3.1). Mais precisamente, a implemen-
tação considera apenas o caso intermediário, onde 8 µm < r < 4200 µm.

Perceba também a presença do cálculo do coeficiente de onda plana cpwn re-
presentado pelo método plane_wave_coefficient calculado como ilustrado
em (2.40). Como consideramos dados os coeficientes de forma de onda, o mé-
todo beam_shape_g toma os valores de gmn,X já dados anteriormente. Basta
inserir os cálculos dos coeficientes neste método.

Para fins de normalização da energia dos sinais derivados pelas ondas de-
finidas, consideramos as amplitudes dos campos tais que |E0| = |H0| = 1.

As outras componentes em seus respectivos modos são calculadas de
maneira análoga, seguindo todas as similaridades apontadas pela expressão
(4.4), e podem ser observadas no código-fonte.
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5 Resultados

Não estão envolvidas no escopo deste trabalho as nuances dos cálculos dos
coeficientes de forma de onda - gmn,TM e gmn,TE -, portanto, para conseguir
resultados, utilizaremos coeficientes de forma já dados previamente. Mais
precisamente, foram testados coeficientes provenientes de feixes de Bessel e
de frozen waves provenientes de trabalhos mais recentes [33,34].

5.1 Feixes de Bessel

Os feixes de Bessel são consagrados na literatura por se tratarem de fei-
xes não-difrativos e possuem uma natureza de auto-reconstrução [15] – [21].
Descritos matematicamente e numericamente na década de 1980, eles são até
hoje utilizados nas áreas de engenharia, física e medicina. Por se tratarem
de feixes de cálculos relativamente simples de coeficientes de forma de onda
e pela sua importância nas mais diversas áreas da ciência, eles foram escolhi-
dos para serem analisados pelos algoritmos aqui criados. Os feixes de Bessel
ordinários - de ordem 0 - são descritos pela seguinte solução da equação de
onda em coordenadas cilíndricas (ρ, θ, z):

Ψ(ρ, z) = J0(kρρ)e−ikzz

onde J0 é a função de Bessel de ordem 0, kρ é o número de onda transversal
e kz o número de onda longitudinal, relacionados através do ângulo de áxi-
con α na forma kρ = k sinα e kz = k cosα, onde k é o número de onda de fato.

Seus coeficientes de forma de onda, segundo o método integral da apro-
ximação localizada - ILA (integral localized approximation) daqui em diante
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- são descritos a partir das expressões

glocn = J0

((
n+

1

2

)
sinα

)
, (5.1)

g−1n,TM = g1n,TM =
1

2
glocn , (5.2)

g−1n,TE = −g1n,TE = i
1

2
glocn , (5.3)

gmn,TM = gmn,TE = 0, ∀m 6= ±1, (5.4)

onde α é o ângulo de áxicon associado ao feixe [18,20,35]. Assim, a magnitude
tanto do campo elétrico quanto do campo magnético deve seguir o padrão
da magnitude da função de Bessel em qualquer ramo ortogonal ao eixo-z. É
importante salientar que os fatores de forma aqui dados apenas são válidos
no que chamamos de regime paraxial. Isto é, para ângulos de áxicon muito
pequenos, tal que a onda predominantemente se propaga na direção do eixo-z:
kz ≈ k , kρ ≈ 0 [33].

Incorporando as expressões (5.1) a (5.4) na função beam_shape_g do
código-fonte como descrito na seção 4.4, os resultados obtidos para a magni-
tude do campo elétrico nos eixos cartesianos contra a distância até a origem
são observados na figura 3. Para estes resultados, foi escolhido um ângulo de
áxicon α = 1°. Como esperado, os valores de magnitude dos campos no eixo-
x e no eixo-y são idênticos e seguem o padrão do valor absoluto da função
de Bessel de ordem 0.
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Figura 3: Valor absoluto do campo elétrico nos eixos cartesianos em função
da distância até a origem do sistema de coordenadas.

Inspecionando as componentes do campo elétrico separadamente, pode-se
observar seu módulo ao quadrado ao longo do eixo-x para cada componente
se dá como na figura 4a, onde se percebe uma predominância da componente
x sobre as outras. Enquanto a componente y sempre permanece nula, a com-
ponente z ainda obedece um perfil parecido à função de Bessel de ordem 1,
mas com a magnitude consideravelmente atenuada em relação à componente
x.

(a) (b)

Figura 4: Valor absoluto ao quadrado das componentes do campo elétrico
ao longo do eixo-x. (a) Nas componentes x, y e z. (b) Detalhe apenas na
componente z.
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O comportamento da componente em z é verificado, pois as ondas defini-
das a partir da GLMT devem, necessariamente, ser solução das equações de
Maxwell. Assim, se ∇·E = 0, as linhas de campo devem ser curvas fechadas,
o que não se verifica se E = Exx̂.

Bouchal (1995) [36] mostra que, para o feixe de Bessel de ordem 0, a
componente em z do campo elétrico é dada pela expressão

Ez = −i1
2

kρ
kz

(
e−iφJ−1(kρρ)− eiφJ1(kρρ)

)
.

Como J−n(x) = (−1)nJn(x), observa-se que

J−1(kρρ) = −J1(kρρ).

Portanto

Ez = i
kρ
kz
J1(kρρ)

(
eiφ + e−iφ

2

)
= i

(
kρ
kz

)
J1(kρρ) cosφ.

(5.5)

Desta forma, o valor máximo que Ez pode tomar é

|Ez|2max =

∣∣∣∣kρkz
∣∣∣∣2 |J1(x)|2max,

onde

kρ
kz

= tanα = tan 1°,

então

|Ez|2max = tan2 1°|J1(x)|2max ≈ 0, 0001,

justificando então o comportamento do gráfico na figura 4b.
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A figura 5b ilustra a magnitude do campo elétrico tal como tomada em
cortes no plano-xy - à esquerda da figura 5a e na figura 5b - e no plano-xz - à
esquerda da figura 5a. A afirmação anteriormente feita sobre a simetria radial
dos cortes de magnitudes feixes de Bessel ortogonais ao eixo-z se confirma
na figura 5 e, acompanhando o eixo-z, vemos o caminho do feixe de fato.
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(a) Magnitude do campo elétrico do feixe de Bessel no plano-xy e no plano-xz.

(b) |Ex|2 + |Ey|2 + |Ez|2 no plano-xy.

Figura 5: Valor absoluto do campo elétrico. Eixos em µm no sistema de
coordenadas cartesiano.
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A partir das equações referentes ao campo magnético na seção 2.14, conse-
guimos traçar o perfil deste mesmo campo. A figura 6 mostra as componentes
do campo magnético em separado, uma vez que sua magnitude total segue
similar ao campo elétrico, já que consideramos E0 = H0 = 1. Desta vez,
observamos o perfil majoritário seguir na direção do eixo-y enquanto ainda
há um resíduo parecido ao visto na figura 4b na direção z. Na desnormali-
zação de E0 e H0, surgiria um fato multiplicativo inversamente proporcional
à impedância intrínseca do meio em questão.

(a) (b)

Figura 6: Valor absoluto ao quadrado das componentes do campo magnético
ao longo do eixo-x. (a) Nas componentes x, y e z. (b) Detalhe apenas na
componente z.

Para ter uma visão mais completa das componentes do campo elétrico, a
figura 7, abaixo, demonstra o valor absoluto ao quadrado das componentes x
e z do campo elétrico no plano-xy. Notamos o comportamento dependente
de cosφ, deduzido em (5.5), representado na figura 7b.
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(a) (b)

(c)

Figura 7: Valor absoluto ao quadrado das componentes do campo elétrico
pelo plano-xy. (a) Componente Ex. (b) Componente Ez com escala norma-
lizada. (c) Visão tridimensional de (b) sem normalização.

Assim, vemos que se pode chegar a uma visão razoavelmente detalhada
de um feixe tal como o de Bessel utilizando-se da ferramenta em mãos.

5.2 Frozen Waves

Aproveitando-se das vantagens que os feixes de Bessel, como comentado na
seção 5.1, recentemente foram incorporadas na GLMT sobreposições de fei-
xes de Bessel conhecidas como frozen waves. Pela ortogonalidade das funções

55



de Bessel, elas podem tomar praticamente qualquer perfil longitudinal dese-
jado - inclusive em meios com perdas [22–27]. Mostraremos aqui como são
definidos estes feixes e seus fatores de forma.

Assumindo que queiramos uma onda com perfil arbitrário de intensidade
no eixo-z, em coordenadas cilíndricas (ρ, θ, z), queremos a seguinte solução
para a equação de onda escalar:

Ψ(ρ, z) =
N∑

q=−N

AqJ0(kρqρ)e−ikzqz (5.6)

onde os números complexos kρq são os números de onda transversais e kzq os
longitudinais do q-ésimo feixe de Bessel sobreposto com amplitude complexa
Aq. A escolha das constantes Aq dependem fortemente do perfil longitudinal
desejado |E(z)|2 = |Ψ(z)|2 [22–24,34].

Seguindo esta direção, deduz-se que os fatores de forma devem ser:

g0n,TM = i
2n(n+ 1)

2n+ 1

N∑
q=−N

Aq J1($q) J1(ξq) cosφ0 e
ikzqz0 , (5.7)

gm6=0
n,TM =

1

2

(
−2i

2n+ 1

)|m|−1
×

N∑
q=−N

Aq
(
J|m|−1($q) J|m|−1(ξq) e

−i(|m|−1)φ0

+ J|m|+1($q) J|m|+1(ξq) e
−i(|m|+1)φ0

)
eikzqz0 ,

(5.8)

g0n,TE = i
2n(n+ 1)

2n+ 1

N∑
q=−N

Aq J1($q) J1(ξq) sinφ0 e
ikzqz0 , (5.9)

gm6=0
n,TE = i

m

|m|
1

2

(
−2i

2n+ 1

)|m|−1
×

N∑
q=−N

Aq
(
J|m|−1($q) J|m|−1(ξq) e

−i(|m|−1)φ0

+ J|m|+1($q) J|m|+1(ξq) e
−i(|m|+1)φ0

)
eikzqz0 ,

(5.10)
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onde,

$q =

(
n+

1

2

)
sin θaq, (5.11)

ξq = ρ0 k sinθaq, (5.12)

tal que θaq é o ângulo de áxicon do q-ésimo feixe de Bessel da sobreposi-
ção [34].

Para fins de simplicidade das simulações, escolhemos ξq = ρ0 = φ0 =

z0 = 0, ou seja, trata-se de um feixe paraxial cujo eixo óptico coincide com
o eixo-z. Desta maneira, os fatores de forma para m 6= ±1 se tornam nulos
e as expressões de (5.7) a (5.10) se simplificam como mostrado abaixo:

gm=±1
n,TM =

1

2

N∑
q=−N

AqJ0($q),

gm=±1
n,TE = −mi

2

N∑
q=−N

AqJ0($q).

ComN = 15, escolhemos, para nossas simulações os fatores de formas dis-
poníveis para reproduzir a figura 2 da referência [34]. Os coeficientes de cada
termo da sobreposição são como é mostrado no arquivo glmt/frozenwave.py
e no apêndice B.

Assim, traçando o perfil da onda de campo elétrico ao longo dos eixos
cartesianos, obtemos os resultados da figura 8.
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Figura 8: Valor absoluto ao quadrado do campo elétrico nos eixos cartesianos
em função da distância até a origem do sistema de coordenadas.

Figura 9: Valor absoluto ao quadrado do campo elétrico no plano-xz. Escala
normalizada.

Novamente, conseguimos notar uma sobreposição dos valores do eixo-x
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com o eixo-y. Ainda por cima, o perfil encontrado ao longo de eixo-z é similar
ao encontrado no trabalho de Ambrosio (2017) [34], de onde foram retirados
os fatores de forma, gmn , para cada um dos modos transversais.

Até agora, foram utilizadas expressões como as vistas de (5.7) a (5.10) e
as implementamos de maneira literal tal que os valores dos fatores de forma,
gmn,TM e gmn,TE, são calculados em tempo de execução. Ainda por cima, par-
tindo da premissa de que os valores dos fatores de forma são, de fato, co-
nhecidos, a aplicação também prevê como entrada uma matriz de fatores de
forma no formato .mtx já calculados a priori por qualquer rotina separada
do domínio do projeto.

A seguir, representamos, por meio do programa Python elaborado, duas
composições de frozen waves no regime paraxial cujos fatores de forma foram
calculados em separado por um programa de Wolfram Mathematica. Num
primeiro momento, uma composição de três frozen waves de ordem 0 e, em
seguida, uma composição de três frozen waves de ordem superior.

A figura 10 mostra o valor absoluto ao quadrado do campo elétrico refe-
rente à primeira FW cujos fatores de forma foram importados por um arquivo
no formato .mtx externo à aplicação. Este é o caso da composição de três
FWs de ordem 0. Vale notar que os valores recebidos ainda foram tais que

gmn,TM = gmn,TE = 0, ∀m 6= ±1,

pois todos os feixes envolvidos na composição são de ordem 0. Para o caso
do segundo conjunto de fatores de forma recebidos isto não é verdade.
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(a) (b)

(c)

Figura 10: Valor absoluto ao quadrado do campo elétrico de uma composição
de três FWs de ordem 0. (a) Visão 2D no plano-xz representando a escala
completa da onda. (b) Visão 2D no plano-xz representado a uma escala
reduzida da onda, isto é, os valores de 0 até 1 são dados como na barra de
cores à direita e os valores superiores a 1 são representados na cor branca.
(c) Visão tridimensional da onda no plano-xz.

A composição de feixes de frozen waves de ordem superior vista na figura
11 nos traz feixes até de quarta ordem. Devido a este fato, os fatores de
forma recebidos são tais que

gmn,TM = gmn,TE = 0, ∀m /∈ [−4, 4],
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mesmo que a composição ainda siga o regime paraxial - onde o eixo óptico
coincide com o eixo-z do sistema de coordenadas.

(a)

(b)

Figura 11: Valor absoluto ao quadrado do campo elétrico de uma composição
de três FWs de ordem até 4. (a) Visão 2D no plano-xz representando a escala
completa da onda. (b) Visão tridimensional da onda no plano-xz.
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6 Conclusões

Passando pela porção da Teoria Generalizada de Lorenz-Mie que se trata de
ondas incidentes a serem espalhadas, tomamos as expansões para os campos
eletromagnéticos que resolvem as equações de Maxwell e as reproduzimos
em um código Python. A complexidade computacional das tarefas envolvi-
das na computação dos perfis destas ondas, principalmente em cálculos que
envolvem mais de uma dimensão, traz desafios interessantes ao cientista que
aborda este problema apenas com base na literatura teórica.

A disponibilização da ferramenta na plataforma GitHub de desenvolvi-
mento coletivo é símbolo maior do caráter de código aberto do projeto. A
GLMT é um recurso poderoso para diversas pesquisa em espalhamento ele-
tromagnético cuja validade deve ser extensivamente testada. Hoje em dia, as
ferramentas que permitem estas validações são apenas disponibilizadas por
meios pagos ou de algumas linguagens que já não condizem com as utilizadas
no cotidiano científico.

O projeto tem caráter de desenvolvimento contínuo e ainda não possui
uma interface de usuário amigável ao usuário que não se familiariza com
desenvolvimento de software. O programa depende de alterações no código,
como sobrescrever os fatores de forma gmn para os modos transversos na função
glmt.beam_shape_g e, também, a escolha e a customização dos testes dese-
jados pelo usuário.

Uma miríade de otimizações é cabível na computação dos perfis de onda
dados pela GLMT. Entre elas, podemos comentar sobre o que é planejado
como a próxima otimização a ser feita. A construção de gráficos das ondas,
nos programas já desevolvidos em outras linguagens, faz o truncamento da
série infinita da expansão de forma estática. Isto é, gráficos com valores de
distância da origem até R terão todos os seus pontos calculados a partir da
expressão em (3.1). A alternativa dinâmica é, ao invés de usar Nmax(R) para
todos os pontos, avaliar o valor Nmax(rP ) para cada ponto (rP , θP , φP ) e exe-
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cutar apenas este número de iterações.

Para gráficos em duas dimensões, uma otimização imediata utilizada am-
plamente é o uso de computação paralela. Hoje, a grande maioria compu-
tadores que executam recursos de multimídia se utilizam de placas de vídeo
e processadores com vários núcleos. A implementação de algoritmos concor-
rentes é um passo chave para o futuro da ferramenta software desenvolvida
neste projeto. Entretanto, não foi o interesse desta etapa desenvolvimento
usar da programação concorrente para otimização.

Fica claro que ainda há um caminho considerável a ser traçado para o
futuro do projeto, desde a implementação das ondas espalhadas e internas
às partículas esféricas até propriedades complexas derivadas dos campos ele-
tromagnéticos simulados. Outro passo importante é a divulgação da ferra-
menta, que, além de estar disponível na página GitHub, almeja-se divulgar
em grupos de pesquisa da área e em páginas da web especializadas tais como
scattport.org, entre outras.
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A Tensores Métricos e Covariantes
Na seção 2.6, introduzimos um tensor métrico covariante determinado pela
expressão (2.4). Para maior clareza neste trabalho, serão dadas as definições
necessárias para a compreensão do conceito de tensores métricos e covarian-
tes.

Definição A.0.1 Seja V um espaço vetorial e K um campo de escalares.
Uma função B : V × V → K é dita uma forma bilinear se

B(αu+ βv, w) = αB(u,w) + βB(v, w),

B(w, αu+ βv) = αB(w, u) + βB(w, v).

Definição A.0.2 Uma função de duas variáveis S : V × V → K é dita
simétrica se

S(u, v) = S(v, u), ∀u, v ∈ V.

Definição A.0.3 SejaM uma variedade suave de dimensão n ou uma hiper-
superfície no espaço cartesiano Rn+1. Para cada ponto p ∈ M , existe um
espaço vetorial TpM – chamado de espaço tangente – consistindo de todos
os vetores tangentes à variedade no ponto p. Uma métrica em p é a função
gp : TpM

2 → R tal que:

• gp é uma forma bilinear,

• gp é simétrica:

• gp é não-degenerada. Isto é, para qualquer Xp 6= 0 em TpM , existe um
Yp tal que gp(Xp, Yp) 6= 0.

Definição A.0.4 O tensor g é dito tensor métrico em M , se, para todo
conjunto aberto U ⊂ M e quaisquer campos vetoriais suaves X, Y em U , a
função real

g(X, Y )(p) = gp(Xp, Yp)

é suave na variável p ∈ U .

Agora que temos a noção formal de métrica e do significado matemático
do tensor métrico, podemos seguir para o próximo passo. Uma transforma-
ção covariante determina como entidades tais como tensores e vetores mudam
quando há uma mudança de base. A transformação que dita como os vetores
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base do espaço mudam com a mudança de sistema de coordenadas é chamada
de transformação covariante [11].

Mais precisamente, um tensor covariante é um tensor que segue proprie-
dades específicas [12]. Considere o gradiente:

∇φ =
∂φ

∂x1
x̂1 +

∂φ

∂x2
x̂2 +

∂φ

∂x3
x̂3

para qual

∂φ′

∂x′i
=

∂φ

∂xj

∂xj
∂x′i

,

onde φ(x1, x2, x3) = φ′(x′1, x
′
2, x
′
3).

Assim, qualquer conjunto de grandezas Aj que se transforma de acordo
com

A′i =
∂xj
∂x′i

Aj

é um tensor covariante.

Assim, o tensor métrico covariante gnm mostrado em (2.4) é covariante
para a transformação em coordenadas esféricas e é métrico no sentido de que
elementos de distâncias [11] nas coordenadas esféricas são dados por,

[
dx1 dx2 dx3

] 1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

dx1dx2
dx3

 = ds2 = dx21 + r2dx22 + r2 sin2 θdx23.
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B Ângulos de áxicon e Coeficientes da Frozen
Wave de exemplo

A seção 5.2 apresenta os resultados da aplicação do programa elaborado sobre
um feixe de uma frozen wave. Aqui se encontram listados os ângulos de áxicon
θaq e os coeficientes de sobreposição Aq para {q ∈ Z : −15 ≤ q ≤ 15}.
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θa,−15 = 20.2816,

θa,−14 = 20.149,

θa,−13 = 20.0155,

θa,−12 = 19.8812,

θa,−11 = 19.7459,

θa,−10 = 19.6098,

θa,−9 = 19.4728,

θa,−8 = 19.3348,

θa,−7 = 19.1959,

θa,−6 = 19.056,

θa,−5 = 18.9151,

θa,−4 = 18.7732,

θa,−3 = 18.6302,

θa,−2 = 18.4862,

θa,−1 = 18.3411,

θa,0 = 18.1949,

θa,1 = 18.0475,

θa,2 = 17.899,

θa,3 = 17.7492,

θa,4 = 17.5982,

θa,5 = 17.446,

θa,6 = 17.2924,

θa,7 = 17.1376,

θa,8 = 16.9813,

θa,9 = 16.8237,

θa,10 = 16.6646,

θa,11 = 16.504,

θa,12 = 16.3419,

θa,13 = 16.1782,

θa,14 = 16.0128,

θa,15 = 15.8458.
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A−15 = −2.37169× 10−17,

A−14 = 0.0133641,

A−13 = 0.023287,

A−12 = 0.0252276,

A−11 = 0.0170089,

A−10 = 1.05964× 10−14,

A−9 = −0.0207887,

A−8 = −0.0378413,

A−7 = −0.0432472,

A−6 = −0.031183,

A−5 = −1.05783× 10−14,

A−4 = 0.0467745,

A−3 = 0.10091,

A−2 = 0.151365,

A−1 = 0.187098,

A0 = 0.2,

A1 = 0.187098,

A2 = 0.151365,

A3 = 0.10091,

A4 = 0.0467745,

A5 = −1.05783× 10−14,

A6 = −0.031183,

A7 = −0.0432472,

A8 = −0.0378413,

A9 = −0.0207887,

A10 = 1.05964× 10−14,

A11 = 0.0170089,

A12 = 0.0252276,

A13 = 0.023287,

A14 = 0.0133641,

A15 = −2.37169× 10−17.
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